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Re´sume´ :
Une me´thode nume´rique semi-implicite de correction de pression, permettant la simulation de la propagation
d’ondes acoustiques dans un e´coulement a` bas nombre de Mach, est propose´e. La stabilisation du phe´nome`ne
de de´couplage en damier pouvant apparaıˆtre a` bas nombre de Mach est re´alise´e a` l’aide d’une interpolation
de type Rhie-Chow. Une manie`re originale d’appliquer a` l’algorithme de correction de pression des conditions
aux limites non re´fle´chissantes base´es sur les e´quations caracte´ristiques est pre´sente´e.
Abstract :
A semi-implicit pressure correction method allowing the simulation of acoustic wave propagation in low Mach
number flow is proposed. The checkerboard decoupling than can arise in the low Mach number regime is
stabilised by a Rhie-Chow interpolation approach. An original manner to apply characteristic based non-
reflecting boundary conditions in the pressure correction algorithm is described.
Mots clefs : conditions aux limites ; e´quations caracte´ristiques ; correction de pression ; bas nombre
de Mach
1 Introduction
L’adoption d’un mode`le compressible de pre´fe´rence a` un mode`le incompressible, ou encore dilatable, lorsque le
nombre de Mach est petit devant l’unite´, se justifie essentiellement par la possibilite´ de simuler nume´riquement
la propagation d’ondes acoustiques. La dissipation nume´rique peut alors eˆtre un obstacle re´dhibitoire pour
cela. Associe´e au couplage pression-vitesse, elle est cependant indispensable pour le calcul d’e´coulements a`
bas nombre de Mach si une discre´tisation spatiale en co-location est adopte´e, sous peine de voir apparaıˆtre le
phe´nome`ne de de´couplage en damier.
Une me´thode nume´rique semi-implicite de correction de pression permettant la simulation de la propagation
d’ondes acoustiques dans un e´coulement a` bas nombre de Mach est pre´sente´e. Deux points-clefs sont plus
particulie`rement traite´s : (1) la construction d’une vitesse transportante utilise´e dans les e´quations de conser-
vation de la masse, de la quantite´ de mouvement et de l’e´nergie, avec pour objectif d’e´viter le phe´nome`ne
de de´couplage en damier mentionne´ plus haut ; (2) l’obtention de conditions aux limites non re´fle´chissantes,
souhaitables en particulier dans le cas des calculs instationnaires (cf. [8, 4, 6, 9]). Dans la pre´sente contribution,
ces deux points-clefs sont traite´s de manie`re originale. D’une part, la construction de la vitesse transportante
est re´alise´e par une combinaison des me´thodes d’interpolation AUSM+ [2] et de Rhie-Chow [5]. D’autre part,
les conditions aux limites sont obtenues par une me´thode originale de re´solution des e´quations d’e´volution
des variables primitives, e´crites sous la forme LODI (pour Laminar One-Dimensional Inviscid) [8, 4, 6, 9]. La
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me´thode propose´e permet d’e´viter la restriction de la condition CFL acoustique, comme le permet l’algorithme
semi-implicite utilise´ a` l’inte´rieur du domaine de calcul. Signalons que ce dernier point a de´ja` e´te´ conside´re´
dans la Re´f. [9], mais pour un algorithme de correction de pression d’une forme diffe´rente de celui que nous
allons proposer ici.
Pour simplifier la pre´sentation, un e´coulement unidimensionnel de gaz parfait ide´al dans une tuye`re de section
droite S est conside´re´. Le mode`le d’e´coulement est donne´ par les e´quations d’Euler :
∂t(%S) + ∂x(%vS) = 0 (1a)
∂t(%vS) + ∂x((%v
2 + p)S) = pdxS (1b)
∂t(%ES) + ∂x(%vHS) = 0 (1c)
E = e+
1
2
v2 (1d)
%H = %E + p (1e)
%e =
p
γ − 1
(1f)
ou` t, %, p, v, e, E et H sont, respectivement, les variables de temps, masse volumique, pression, vitesse, e´nergie
interne, e´nergie totale et enthalpie totale par unite´ de masse ; x est la coordonne´e d’espace dans la direction
de l’e´coulement ; γ est le rapport des chaleurs spe´cifiques a` pression et volumes constants. L’axe de la tuye`re
est divise´ en N cellules de longueur ∆x. Une discre´tisation spatiale en volumes finis avec un arrangement en
co-location est adopte´e.
2 Algorithme de correction de pression
Apre`s une description de la forme ge´ne´rale de l’algorithme utilise´, la construction d’une vitesse transportante
est pre´sente´e.
2.1 Cycle de pre´diction-correction
Le syste`me (1) est re´solu par un algorithme de correction de pression dont chaque pas de temps est de´compose´
en ite´rations comprenant chacune une e´tape de pre´diction et une e´tape de correction. Les indices ? et ′ de´notent
les quantite´s estime´es et les corrections. La premie`re ite´ration correspond a` k = n ou` n de´signe le dernier pas
de temps connu.
1. Etape pre´liminaire : ge´ne´ration d’une vitesse transportante vT aux faces des cellules. Cette vitesse trans-
portante est utilise´e dans les deux e´tapes suivantes.
2. Etape de pre´diction : avec p?i = pki , calcul de %?i et (%v)?i en utilisant les e´quations de continuite´ et de la
quantite´ de mouvement. Par exemple, la masse volumique estime´e est obtenue en re´solvant :
1
2
(3%?i − 4%
n
i + %
n−1
i ) +
τ
Si
{[%?i +
1
2
ψki (%)(%
k
i − %
k
i−1)]v
T
i+1/2Si+1/2
− [%?i−1 +
1
2
ψki−1(%)(%
k
i−1 − %
k
i−2)]v
T
i−1/2Si−1/2} = 0 (2)
ou` τ est le pas de discre´tisation ∆t/∆x. Notons que vT est ici positive. Un limiteur de pente ψ est utilise´
pour atteindre une pre´cision d’ordre deux en espace. Des valeurs estime´es de la masse volumique et de
la quantite´ de mouvement, on de´duit l’e´nergie totale et l’enthalpie totale estime´es.
3. Etape de correction : calcul de la correction de pression p′ en re´solvant l’e´quation de l’e´nergie dans
laquelle les flux sont e´crits :
(%vH)k+1i+1/2 = (%H)
?
i+1/2v
?
i+1/2 +H
?
i+1/2(%v)
′
i+1/2 + (%H)
′
i+1/2v
?
i+1/2
En ne´gligeant la contribution de l’e´nergie cine´tique, (%H)′i+1/2 =
γ
γ−1p
′
i+1/2. L’expression de (%v)
′
i+1/2
– ainsi que celle de (%v)′i – est obtenue de l’e´quation de la quantite´ de mouvement en se conformant a`
l’approximation classique de la me´thode SIMPLE.
4. Mises a` jour : pk+1i = p?i + p′i, %k+1i = %?i + (∂p%)?i p′i, (%v)k+1i = (%v)?i + (%v)′i. L’e´nergie totale ainsi
que les valeurs aux faces de la pression et de la vitesse sont e´galement mises a` jour.
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2.2 Vitesse transportante
Donnons a` pre´sent quelques pre´cisions sur la manie`re dont la vitesse transportante mentionne´e au paragraphe
pre´ce´dent est construite a` l’aide d’une combinaison des me´thodes d’interpolation AUSM+ et de Rhie-Chow.
Tout d’abord, une masse volumique %??i , qui peut eˆtre conside´re´e comme “pre´-estime´e”, est de´finie en re´solvant
l’e´quation de continuite´. Dans cette e´quation, les vitesses aux interfaces sont construites au moyen de l’interpo-
lation AUSM+. Ensuite, de la meˆme manie`re, une vitesse auxiliaire v?? est obtenue de l’e´quation de la quantite´
de mouvement dans laquelle l’influence du gradient de pression a e´te´ supprime´e :
ai%
??
i v
??
i = −
τ
Si
[1
2
ψki (%v)[(%v)
k
i − (%v)
k
i−1]v
k
i+1/2Si+1/2
− {(%v)ki−1 +
1
2
ψki−1(%v)[(%v)
k
i−1 − (%v)
k
i−2]}v
k
i−1/2Si−1/2
]
+ (1− )[2(%v)ni −
1
2
(%v)n−1i ] (3)
ou` 0 ≤  ≤ 1 et ai = 32 +
τ
Si
vki+1/2Si+1/2. Notons que les vitesses v
k
i±1/2 sont suppose´es positives. A l’aide
d’une e´quation analogue pour v??i+1, une vitesse transportante est alors de´finie par :
vTi+1/2 =
1
2
(v??i + v
??
i+1)−
τ
2
(
1
ai%??i
+
1
ai+1%??i+1
)(pki+1 − p
k
i )
+

2
(
1
ai
+
1
ai+1
)[2(vTi+1/2)
n −
1
2
(vTi+1/2)
n−1] (4)
L’introduction diffe´re´e des termes inertiels dans la construction de la vitesse transportante – correspondant a`
 > 0 dans les e´quations (3) et (4) – permet de re´duire les oscillations non physiques pouvant apparaıˆtre dans le
champ de pression lorsqu’une interpolation de Rhie-Chow est utilise´e avec des “petits” pas de temps (cf. Re´f.
[7]). Par ailleurs, la pre´sence du pas de temps dans le terme de couplage pression-vitesse est souhaitable pour
les calculs instationnaires a` bas nombre de Mach [3].
La combinaison des me´thodes d’interpolation AUSM+ et de Rhie-Chow permet de de´finir la vitesse trans-
portante a` un niveau pre´liminaire a` l’e´tape de pre´diction. Ainsi, une expression unique de la vitesse trans-
portante peut eˆtre utilise´e dans les trois e´quations de conservation (masse, quantite´ de mouvement et e´nergie),
avec la prise en compte des conditions aux limites du pas de temps courant.
3 Conditions aux limites base´es sur les e´quations caracte´ristiques
L’obtention de conditions aux limites non re´fle´chissantes base´es sur les e´quations caracte´ristiques (cf. e.g. Re´fs.
[8, 4]) implique la re´solution des e´quations LODI, qui sont une e´criture des e´quations d’e´volution des variables
primitives %, v et p faisant apparaıˆtre les amplitudes d’ondes convectives et acoustiques. Nous pre´sentons
quelques re´sultats d’analyse asymptotique qui montrent que cette approche reste justifie´e dans le cas ou` le
nombre de Mach est “petit” devant l’unite´. Les principes d’une re´solution semi-implicite des e´quations LODI
sont ensuite aborde´s.
3.1 Propagation des ondes dans un e´coulement a` bas nombre de Mach
Les e´quations d’e´volution des variables primitives peuvent s’e´crire :
∂t%+
%
2c
(L3 − L1) + L2 = −%v
dxS
S
(5a)
∂tv +
1
2
(L1 + L3) = 0 (5b)
∂tp+
%c
2
(L3 − L1) = −%vc
2dxS
S
(5c)
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ou` l’on fait apparaıˆtre les amplitudes d’ondes :
L1 = (v − c)(∂xv −
1
%c
∂xp)
L2 = v(∂x%−
1
c2
∂xp)
L3 = (v + c)(∂xv +
1
%c
∂xp)
Pour illustrer leur utilisation pour de´finir des conditions aux limites non re´fle´chissantes, nous allons conside´rer
la sortie x = L de la tuye`re et supposer que la section droite y est constante, de sorte que dxS = 0. Si
aucune onde acoustique n’est introduite de l’exte´rieur, la condition de non re´flexion des ondes acoustiques
sortantes s’e´crit alors : L1|x=L = 0. Pour filtrer les fre´quences acoustiques uniquement et assurer la stabilite´
du calcul, cette condition est “relaxe´e” sous la forme : L1 = Kp(p∞ − p) ou` Kp = pi(1−M2max)/(%L), Mmax
de´signant le maximum du nombre de Mach dans la tuye`re. Les conditions de sortie agissent alors comme un
filtre passe-haut dont la fre´quence de coupure est proportionnelle au coefficient de relaxation Kp [6].
Il est le´gitime de se demander si cette approche reste justifie´e pour un e´coulement a` bas nombre de Mach. En
effet, supposons donne´es les quantite´s de re´fe´rence suivantes : une pression pr, une masse volumique %r, ainsi
qu’une longueur lr et une vitesse vr conside´re´e comme relative a` l’e´chelle inertielle. Un nombre de Mach de
re´fe´rence est alors donne´ par M = vr/
√
pr/%r . Les e´quations (5) s’e´crivent alors sous forme adimensionnelle :
∂t%+M
%
2c
(LM3 − L
M
1 ) + L2 = 0
∂tv +
1
2
(LM1 + L
M
3 ) = 0
∂tp+M
%c
2
(LM3 − L
M
1 ) = 0
ou`
LM1 = (v −
c
M
)(∂xv −
1
M
1
%c
∂xp)
L2 = v(∂x%−
1
c2
∂xp)
LM3 = (v +
c
M
)(∂xv +
1
M
1
%c
∂xp)
Par ailleurs, la condition de relaxation s’e´crit :
LM1 =
pi(1−M2max)
M2%L
(p∞ − p)
Introduisons alors une variable d’espace a` l’e´chelle acoustique, ξ = Mx, et supposons que la variable de
pression s’e´crive :
p(x, t,M) =
N∑
n=0
Mnp(n)(x, ξ, t) + o(MN ), N = 0, 1, 2
avec des de´veloppements similaires pour la masse volumique % et la vitesse v (cf. Re´f. [1]). En substituant ces
de´veloppements dans les expressions adimensionnelles obtenues ci-dessus et en identifiant les coefficients des
termes de meˆme puissance, on obtient en x = L :
∂x%
(0) = 0 , ∂xv
(0) = 0 , p(0) = p∞ , p
(1) = 0
Ainsi, la condition de sortie non re´fle´chissante redonne a` l’ordre ze´ro les conditions classiques d’imposition
de la pression et d’extrapolation de la vitesse et de la masse volumique. L’annulation de p(1), interpre´te´e
classiquement comme la pression acoustique [1], signifie que le filtrage des ondes acoustiques a` la sortie de
la tuye`re est ve´rifie´ a` la limite asymptotique. La re´solution des e´quations LODI pour obtenir une sortie non
re´fle´chissante reste donc justifie´e lorsque le nombre de Mach est petit devant l’unite´.
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3.2 Re´solution semi-implicite des e´quations LODI
Le principe fondamental de la me´thode propose´e ici pour la re´solution des e´quations LODI dans l’algorithme
de correction de pression pre´sente´ Sec. 2.1, est de faire correspondre les e´quations LODI et les e´quations de
conservation de la manie`re suivante : e´quation de continuite´ (1a) ↔ Eq. LODI (5a) ; e´quation de la quantite´
de mouvement (1b) ↔ Eq. LODI (5b) ; e´quation de l’e´nergie (1c) ↔ Eq. LODI (5c). Reprenons les e´tapes de
l’algorithme pre´sente´ Sec. 2.1 :
1. Etape pre´liminaire : re´solution de l’Eq. (5a) pour l’obtention de %??i , (cf. Eq. (3)). Notons que les vitesses
aux faces sont alors celles obtenues par interpolation AUSM a` l’ite´ration courante k.
2. Etape de pre´diction : pour l’obtention de %?i et (%v)?i , re´solution des Eqs. (5a) – ou`, cette fois, la vitesse
aux faces est vT de´finie en (4) – et (5b).
3. Etape de correction : re´solution de l’Eq. (5c) ou` la pression et la vitesse intervenant dans le gradient sont
calcule´es de manie`re implicite.
Notons que du fait que la me´thode nume´rique est d’ordre deux en espace, les deux premie`res et les deux
dernie`res cellules du maillage sont conside´re´es comme exte´rieures a` la tuye`re. Sous peine d’apparition d’oscil-
lations non physiques dans le champ de pression, la vitesse transportante vT est calcule´e y compris aux faces
constituant le bord de la tuye`re. Par ailleurs, la pre´servation de la positivite´ du syste`me line´aire a` re´soudre dans
l’e´tape de correction ne´cessite la de´gradation a` l’ordre un des discre´tisations des gradients de corrections, qu’il
s’agisse de la vitesse ou de la pression.
4 Expe´rimentation nume´rique
Nous supposons que la section S de la tuye`re est constante. Une onde acoustique se propageant vers sa sortie
(coˆte´ droit sur les figures 1 (a) et 1 (b)) est ge´ne´re´e par une perturbation gaussienne de la pression, de la vitesse
et de la masse volumique. Cette onde est superpose´e a` un e´coulement moyen constant allant de gauche a` droite
sur les figures pre´sente´es. Pour cet e´coulement, la pression est e´gale a` 101 300 Pa, la masse volumique a`
1, 2046 kg/m3 et la vitesse a` 0, 30886 m/s. Le nombre de Mach est de l’ordre de 9 10−4. La relaxation de la
condition de non re´flexion en sortie a e´te´ e´crite sous la forme suivante :
L1 = αpKp(p∞ − p) (6)
Signalons en effet que αp = 1 conduit a` une sortie partiellement re´fle´chissante (re´sultats non pre´sente´s), ce qui
n’e´tait pas l’objectif cherche´. Pour αp = 103, la re´flexion est totale (Fig. 1 a), ce qui est conforme a` la the´orie
puisque le coefficient αpKp est proportionnel a` la fre´quence de coupure. Lorsque αp = 10−3, on obtient le
re´sultat escompte´, pre´sentant une re´flexion acoustique tre`s faible (Fig. 1 b).
5 Conclusion
La me´thode nume´rique pre´sente´e est une me´thode semi-implicite de correction de pression qui permet la
simulation de la propagation d’ondes acoustiques dans un e´coulement a` bas nombre de Mach. Le couplage
pression-vitesse qu’elle introduit permet d’e´viter le proble`me de de´couplage en damier a` l’inte´rieur du domaine
de calcul. L’obtention de conditions aux limites non re´fle´chissantes base´es sur les caracte´ristiques est obtenue
par une re´solution semi-implicite des e´quations LODI. La possibilite´ de s’affranchir de la limite impose´e par
la condition CFL acoustique est ainsi garantie. Cela provient du fait que la vitesse et la pression sont calcule´es
de fac¸on implicite dans les cellules du bord du domaine de calcul. La manie`re la plus approprie´e de construire
la vitesse transportante pour obtenir des simulations acoustiques de qualite´ sera l’objet du prochain travail.
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